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Таким образом, с учетом (3.7)–(3.10) с отобра
жением Vmn:Em→En, (m>n) ассоциируется поля ги
перконусов
1. B 2n–1⊂Em;
2. B 2n–1 и r 2n–1 в An=VmnEm.
Поэтому в евклидовом пространстве Em и в аф
финном пространстве An можно определить поля
двумерных площадок по аналогии с пунктами 2.5 и
2.6 данной статьи.
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Математическое моделирование многих про
цессов, происходящих в двухслойных средах с рез
ко отличающимися физическими свойствами, ча
сто сводится к задачам сопряжения для уравнений
в частных производных [1–3].
В области D={(x,y):0<x<?,–h2<y<h1}(?,h1,h2>0)
рассмотрим задачу сопряжения для следующих не
линейных уравнений третьего порядка
(1)
(2)
где fi(i=1,2) – заданные функции.
Задача 1. Найти функцию
удовлетворяющую уравнениям (1) и (2) в областях
D1 и D2 соответственно и краевым условиям
(3)
(4)
(5)
где φi(y)(i=1,3⎯), φ(y), ψ(x) – заданные функции.
Уравнения (1) и (2) по классификации работы
[4] принадлежат к разным типам уравнений с част
ными производными третьего порядка относитель
но старших производных.
Из постановки задачи 1 следует, что на линии
y=0 выполняются условия сопряжения
(6)
Отметим, что прямая y=0 является одновремен
но характеристикой как для уравнения (1), так и для
уравнения (2). Уравнения (1) и (2) в совокупности с
условиями сопряжения (6) являются уравнениями
смешанного типа [5] в области D. Краевые задачи
для нелинейных уравнений смешанного типа вто
рого порядка рассмотрены в работах [6, 7], а для не
линейных уравнений третьего порядка в [8, 9].
Сделаем следующие предположения относи
тельно заданных функций:
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1)
2)
H=const>0,R2 – двумерное пространство перемен
ных (u,p);
3)
Введем следующие обозначения
(7)
Переходя к пределу при ψ+0 из уравнения (1),
получаем
(8)
Интегрируя уравнение (2) и учитывая краевые
условия (4), (7), имеем
(9)
Используя условие (5) из (9), получаем соотно
шение
(10)
где
Исключая v(x) из (8) и (10) относительно τ(x),
приходим к следующей задаче
(11)
(12)
Уравнение (11) запишем в виде
(13)
Введем функцию τ(x)=τ1(x)+Ф1(x), где
Тогда с учетом (12) и (13) для τ1(x) приходим к
следующей задаче
(14)
Решение задачи (14) имеет вид
где 
– функция Грина.
Таким образом, для τ(x) получим следующее со
отношение
(15)
где
Дифференцируя (15), имеем
(16)
Тогда для ν(x) получим соотношение
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(17)
С учетом (15) и (17) для u(x,y) приходим к инте
гродифференциальному уравнению
(18)
где
Дифференцируя по y, из (18) получим
(19)
Таким образом, разрешимость задачи 1 сведена
к решению системы уравнений (15), (16), (18), (19),
которая является замкнутой системой интеграль
ных уравнений Фредгольма второго рода. Для ее
решения применим принцип сжатых отображений.
С этой целью систему уравнений запишем в виде
операторного уравнения
(20)
в котором g=(g1,g2,g3,g4) – векторфункция с компо
нентами g1=τ(x), g2=τ'(x), g3=u(x,y), g4=uy(x,y), а опе
ратор A=(A1,A2,A3,A4) определен на множестве
функций g∈C(D–2) и его компоненты в соответствии
с равенствами (15), (16), (18), (19) определяются
формулами
(21)
где
а g01=Ф(x), g02=Ф'(x), g03=u0(x,y), g04=u0y(x,y) – компо
ненты вектора g0=(g01,g02,g03,g04).
Пусть оператор А осуществляет сжатое отобра
жение шара S(g0,M)={g:||g–g0||≤M} в себя, где M – не
которое заданное число. Норму g определим равен
ством Для элементов g, принад
лежащих шару S(g0,M), имеет место оценка
||g||≤||g0||+M=Q. В силу свойств заданных функций
(условие 1, 2) заключаем, что max|Kij|≤T, i=1,4⎯, j=1,5⎯.
Покажем, что оператор является на шаре
S(g0,M) оператором сжатия. Пусть g∈S(g0,M). Тогда
Ag∈C(D–2) и, кроме того, справедливо неравенство
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Отсюда заключаем, что если T?(Q+H+3Hh2)≤M,
то оператор отображает шар S(g0,M) в себя. Если
учесть, что Q=||g0||+M, то из предыдущего неравен
ства имеем T?M+T?(||g0||+H+3Hh2)≤M. Очевидно,
что оно имеет место, если T?<1 и 
При таком подборе M имеем, что
∀g∈S(g0,M):||Ag–g0||≤M, то есть Ag∈S(g0,M).
Пусть g(1)=(g1(1),g2(1),g3(1),g4(1)), g(2)=(g1(2),g2(2),g3(2),g4(2))
произвольные два элемента, принадлежащие шару
S(g0,M). Тогда с помощью условия 3) имеем
Используя это условие из (21), получаем
Отсюда следует, что если
(22)
то оператор A осуществляет сжатое отображение
шара S(g0,M) в себя. Тогда в силу теоремы С. Бана
ха в шаре S(g0,M) существует и притом только одна
неподвижная точка отображения, т. е. существует
только одно решение уравнения (20). Решая это
уравнение, например, методом последовательных
приближений, мы однозначно определим все ком
поненты вектора g, в том числе g1(x)=τ(x) и
g3(x,y)=u(x,y) в области D
–
2 Тем самым определяем
решение задачи 1 в области D2.
Решение задачи 1 в области D1 определим как
решение следующей задачи: найти в области D1 ре
гулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее
краевым условиям (3) и u(x,0)=τ(x).
Однозначная разрешимость этой задачи в случае
линейного уравнения (1) рассмотрена в работе [10],
а для нелинейного уравнения – в работах [11, 12].
Таким образом, доказано следующая теорема.
Теорема. Если выполняются условия 1–3 и ура
внение (22), то решение задачи 1 существует и
единственно.
Аналогично исследуется
Задача 2. Найти функцию u(x,y), удовлетворяю
щую всем условиям задачи 1, если вместо условия (5)
выполняется условие uy(x,–h2)+α(x)u(x,–h2)=ψ(x)
0≤x≤?, где α(y) – заданная функция, причем
1–h2α(x)≠0.
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